2 Метрические пространства

Тема 2.1
Сходящиеся последовательности в метрических 

пространствах

Определение. Пусть 
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 – непустое множество. Отображение 
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называется метрикой на Х. 
Множество Х, наделенное метрикой, т.е. пара 
[image: image6.wmf](,)

X

r

, называется метрическим пространством.
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[image: image7.wmf]:

XX

r

´®

R

 удовлетворяет лишь условиям
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то оно называется полуметрикой.
Определение. Пусть 
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В этом случае а называют пределом последовательности 
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, а сама эта последовательность называется сходящейся.
2.1.1. Является ли данная функция  
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а) полуметрикой;

б) метрикой на данном множестве Х (таблица 2.1.1.)?

Таблица 2.1.1
	Вариант
	Х
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2.1.2. Проверить, сходится ли заданная последовательность xn точек метрического пространства X к точке a, если выполнены следующие условия (таблица 2.1.2.)
Таблица 2.1.2
	Вариант
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Окончание таблицы 2.1.2
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2.1.3. Проверить, сходится ли заданная последовательность xn точек метрического пространства X к точке a, если выполнены следующие условия (таблица 2.1.3). 
Таблица 2.1.3
	Вариант
	X
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Окончание таблицы 2.1.3
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2.1.4. Проверить, сходится ли заданная последовательность xn точек метрического пространства X к точке a, если выполнены следующие условия (таблица 2.1.4). 
Таблица 2.1.4
	Вариант
	X
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Окончание таблицы 2.1.4
	1
	2
	3
	4

	7
	
[image: image128.wmf]1

[2;4]

L


	
[image: image129.wmf](

)

1

n

tn

+


	
[image: image130.wmf]t

e



	8
	
[image: image131.wmf]4

[0;2]

L


	
[image: image132.wmf](

)

23

n

tt

+


	
[image: image133.wmf]3

t



	9
	
[image: image134.wmf]2

[0;3]

L


	
[image: image135.wmf](

)

32

sin23

ntnt

+


	
[image: image136.wmf]2

3

t



	10
	
[image: image137.wmf]3/2

[1;0]

L

-


	
[image: image138.wmf](

)

sin2cos

tnt

-


	
[image: image139.wmf]cos

t

-




2.1.5. Определить, является ли данное условие а) необходимым, б) достаточным, в) необходимым и достаточным для сходимости последовательности xn в метрическом пространстве X (таблица 2.1.5)?

Таблица 2.1.5
	Вариант
	X
	Условие
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 существует предел числовой последовательности 
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2.1.6. Найти предел последовательности xn в метрическом пространстве X, если он существует (таблица 2.1.6). 
Таблица 2.1.6
	Вариант
	X
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Примеры решения типовых задач

1. Является ли данная функция  
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 а) полуметрикой;

 б) метрикой на данном множестве Х ?
Пример 1. 
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Решение. Проверим выполнение аксиом полуметрики (метрики). Справедливость аксиом 
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Таким образом, функция 
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 является полуметрикой, но не является метрикой.
2. Проверить, сходится ли заданная последовательность xn точек метрического пространства X к точке a.
Пример 1. 
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Решение. Рассмотрим расстояние 
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Значит, xn сходится к a в l2.
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Условие: последовательность xn(t) поточечно сходится к непрерывной функции a(t).
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 (почему?). Следовательно, xn  не сходится к a в 
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. Противоречие.

2 способ. Заметим, что последовательность xn  не является фунда-ментальной в 
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. Действительно, xn+1 =
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. Так как xn не фундаментальна, то она и не сходится в 
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Тема 2.2 
Топология метрических пространств

Всюду ниже 
[image: image367.wmf](,)
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 - метрическое пространство.
Определение. Пусть 
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-окрестностью точки а называется открытый шар с центором в точке а радиуса 
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Определение. Пусть 
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. Точка а называется внутренней точкой множества А, если она принадлежит А вместе с некоторой своей 
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Определение. Множество всех внутренних точек множества А обозначается 
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 и называется внутренностью множества А.
Определение. Множество 
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 называется открытым, если каждая его точка внутренняя.

Определение. Множество 
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 называется замкнутым, если его дополнение 
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 открыто.

Определение. Пусть 
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. Наименьшее замкнутое множество, содержащее А, называется замыканием множества А и обозначается 
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 (или 
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Теорема (о принадлежности замыканию). Пусть 
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 точек множества А.
Определение. Если точка 
[image: image387.wmf]x

 удовлетворяет условию 2) (или, что равносильно, 3)) предыдущей теоремы, то она называется точкой прикосновения множества А.

Следствие. Замыкание множества А равняется объединению множества А и множества не принадлежащих ему точек прикосновения.
Определение. Границей множества А называется множество
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Точки границы называются граничными точками множества А.

Определение. Множество 
[image: image389.wmf]AX
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 называется ограниченным, если оно содержится в некотором шаре.
2.2.1. Является ли данное множество Т открытым, замкнутым, ограниченным в пространстве 
[image: image390.wmf]2

R

? Найти его замыкание, внутренность и границу, сделать чертеж (таблица 2.2.1).

Таблица 2.2.1
	Вариант
	Т
	Вариант
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2.2.2. Является ли данное множество М открытым, замкнутым, ограниченным в пространстве 
[image: image401.wmf]]
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? Найти его замыкание, внутренние и граничные точки (таблица 2.2.2). 
Таблица 2.2.2
	Вариант
	М
	Вариант
	М
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2.2.3.  Для данного множества А выяснить, является ли множество 
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 открытым, замкнутым, ограниченным в 
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(таблица 2.2.3).
Таблица 2.2.3
	Вариант
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Примеры решения типовых задач

1. Является ли данное множество Т открытым, замкнутым, ограниченным в пространстве 
[image: image439.wmf]2

R

? Найти его замыкание, внутренность и границу, сделать чертеж. 
Пример 1 
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Решение. Множество Т есть треугольник, ограниченный прямыми 
[image: image441.wmf]0,0,1

xyxy

==+=

, у которого удалены стороны. Оно открыто. В самом деле, если точка а принадлежит Т, причем положительное число 
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 меньше расстояния от а до ближайшей стороны треугольника Т, то 
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. Далее, присоединяя к множеству Т все не принадлежащие ему точки прикосновения, получим, что замыкание Т есть треугольник 
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(объясните, почему). Следовательно, Т не замкнуто, и 
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 есть объединение сторон этого треугольника. Наконец, очевидно, что множество Т ограничено. 
2. Является ли данное множество 
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 открытым, замкнутым, ограниченным в пространстве 
[image: image448.wmf]]

;

[

b

a

C

? Найти его замыкание, внутренние и граничные точки.

Пример 1. 
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Решение. Множество М не является открытым, и более того, ни одна его точка не является внутренней. Действительно, для любой 
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Множество М является замкнутым, так как оно содержит все свои точки прикосновения. Действительно, пусть 
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Граница множества 
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 совпадает с самим множеством М, что теперь сразу следует из формулы 
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Множество М не является ограниченным, так как последовательность 
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Пример 2. 
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Решение. Покажем, что М является открытым. Возьмём произвольную точку 
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Значит, 
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Другое доказательство открытости множества М можно получить показав, что его дополнение замкнуто.
Так как М открыто, то 
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Множество М не является замкнутым, так как содержит не все свои точки прикосновения. Действительно, возьмём последовательность 
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Замечание. Так как любые две точки 
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 (и вообще любое нормированное пространство)  всегда связно, и поэтому в нем нет открытых и одновременно замкнутых собственных подмножеств. 
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Обратно, если 
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Теперь ясно, что 
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Наконец, М не является ограниченным, так как, наприммер, последовательность постоянных функций 
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Пример 3.  
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Решение. Покажем, что М открыто. Пусть 
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Таким образом, точка x0 – внутренняя для М.
Покажем, что
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Действительно, если 
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Обратно, если 
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Очевидно, что данное множество ограничено.

3. Для данного множества А выяснить, является ли множество 
[image: image531.wmf])

1

(

³

=

p

l

A

B

p

I

 открытым, замкнутым, ограниченным в 
[image: image532.wmf]p

l

.

Пример 1. 
[image: image533.wmf]31

,()

2

pAxxk

k

ìü

==£

íý

îþ

.

Решение. Множество 
[image: image534.wmf]2

/

3

l

A

B

I

=

 замкнуто, так как содержит в себе все свои точки прикосновения. Действительно, если 
[image: image535.wmf]0

x

 есть точка прикосновения множества В, то найдется такая последовательность 
[image: image536.wmf]n

xA

Î

 что 
[image: image537.wmf]0

n

xx

®

 в 
[image: image538.wmf]3/2

l

. Отсюда следует, что при всех 
[image: image539.wmf]k

Î

N

 имеем 
[image: image540.wmf])

(

)

(

0

k

x

k

x

n

®

 (почему?). Но так как 
[image: image541.wmf]k

k

x

n

/

1

)

(

£

, то и 
[image: image542.wmf]k

k

x

/

1

)

(

0

£

. Значит, 
[image: image543.wmf]B

x

Î

0

.

Так как 
[image: image544.wmf]В

 замкнуто, то оно не является открытым, поскольку пространство 
[image: image545.wmf]p

l

 связно (см. замечание к примеру 2 в задаче 1). Но легко дать и прямое доказательство. Действительно, точка 
[image: image546.wmf]=

1

e



 EMBED Equation.3  [image: image547.wmf],...)

0

,

0

,

1

(

 принадлежит 
[image: image548.wmf]В

, но для любого 
[image: image549.wmf]0

>

e

 точка 
[image: image550.wmf](1/2,0,0,...)

e

+

 не принадлежит В, хотя и лежит в 
[image: image551.wmf]e

-окрестности точки 
[image: image552.wmf]1

e

. Следовательно, точка 
[image: image553.wmf]1

e

 не является внутренней для В.
Наконец, 
[image: image554.wmf]В

 ограничено, так как 
[image: image555.wmf]при всех 
[image: image556.wmf]x

 из множества В справедливо неравенство

[image: image557.wmf]2/32/3

3/2

3/2

3/2

11

1

(,0)()

kk

xxk

k

r

¥¥

==

æöæö

=£

ç÷ç÷

èøèø

åå

.

Пример 2. 
[image: image558.wmf]{

x

A

p

=

¥

=

,



 EMBED Equation.3  [image: image559.wmf]}

1

)

(

0

<

<

k

x

.

Решение. Множество 
[image: image560.wmf]¥

=

l

A

B

I

 не является открытым. Для доказательства покажем, что точка 
[image: image561.wmf]B

x

Î

=

...)

,

3

/

1

,

2

/

1

(

0

 не является для него внутренней. Возьмём 
[image: image562.wmf]0

e

>

 и найдём такое натуральное N, что 
[image: image563.wmf]1//2

N

e

<

. Тогда 

[image: image564.wmf]0

1111

,...,,,,,...(,)

2121

xBx

NNN

e

e

e

æö

=-Î

ç÷

-+

èø

,
но 
[image: image565.wmf]B

x

Ï

e

, поскольку 
[image: image566.wmf]0

)

(

<

e

N

x

.

Множество 
[image: image567.wmf]В

 не замкнуто. Действительно, рассмотрим последовательность 
[image: image568.wmf]B

n

n

x

n

Î

+

+

=

,...)

2

1

,

1

1

(

. Тогда 
[image: image569.wmf]n

x

 сходится к точке 
[image: image570.wmf],...)

0

,

0

(

0

=

, так как 
[image: image571.wmf]ρ(,0)1/(1)0

n

xn

¥

=+®

 при 
[image: image572.wmf]¥

®

n

, но 
[image: image573.wmf]B

Ï

,...)

0

,

0

(

.

Множество 
[image: image574.wmf]В

 ограничено, так как 
[image: image575.wmf](,0)1

x

r

¥

£

 при всех 
[image: image576.wmf]x

 из В..

Пример 3. 
[image: image577.wmf]þ

ý

ü

î

í

ì

<

=

=

å

¥

=

1

2

1

)

(

,

1

k

k

x

x

A

p

.

Решение. Покажем, что множество 
[image: image578.wmf]1

l

A

B

I

=

 открыто. 
Для любого элемента 
[image: image579.wmf]0

xB

Î

 найдется 
[image: image580.wmf],01

ee

<<

, что 

[image: image581.wmf]å

¥

=

e

-

<

1

2

2

0

)

1

(

)

(

k

k

x

.
Если 
[image: image582.wmf]2

0

(,)

xBx

e

Î

 (шар рассматривается, конечно, в 
[image: image583.wmf]1

l

), то 

[image: image584.wmf]å

¥

=

e

<

-

1

2

0

)

(

)

(

k

k

x

k

x

.
Тогда и 

[image: image585.wmf]å

å

¥

=

¥

=

e

<

-

£

-

1

1

2

0

2

0

)

(

)

(

)

(

)

(

k

k

k

x

k

x

k

x

k

x

.
Теперь в силу неравенства Минковского имеем 


[image: image586.wmf]1

1

)

(

)

(

)

(

)

(

1

2

0

1

2

0

1

2

=

e

-

+

e

<

+

-

£

å

å

å

¥

=

¥

=

¥

=

k

k

k

k

x

k

x

k

x

k

x

.

Значит, 
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Покажем, что 
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 не ограничено. Рассмотрим последовательность
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Имеем 
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Решение. Покажем, что 
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Множество 
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 не является и замкнутым. Для доказательства рассмотрим последовательность 
[image: image614.wmf]B

n

x

n

Î

÷

ø

ö

ç

è

æ

×

p

=

,...

0

,

0

,

1

,...,

2

1

,

1

6

3

3

2

. Она сходится к точке 
[image: image615.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

×

p

=

,...

)

1

(

1

,

1

,...,

2

1

,

1

6

3

3

3

2

0

n

n

x

, которая не принадлежит 
[image: image616.wmf]В

, так как 
[image: image617.wmf]å

å

¥

=

¥

=

=

×

p

=

×

1

1

2

2

1

1

6

)

(

k

k

k

k

k

x

. 

Множество 
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 ограничено, поскольку неравенство 
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Тема 2.3
Полнота метрических пространств

Определение. Последовательность 
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 точек метрического пространства 
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Каждая сходящаяся последовательность фундаментальна, но обратное, вообще говоря, неверно.

Определение. Метрическое пространство 
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Важным примером полного метрического пространства служит числовая прямая 
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 с естественной метрикой (критерий Коши).

Теорема. 1) Замкнутое подмножество полного пространства полно.
2) Полное подмножество метрического пространства замкнуто.

2.3.1. Выяснить, является ли последовательность 
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Окончание таблицы 2.3.1
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 (К – канторовское множество).
2.3.2. Выяснить, является ли заданное метрическое пространство 
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2.3.3. Выяснить, является ли заданное метрическое пространство 
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б) пространство всех дважды дифференцируемых на отрезке 
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б) пространство всех непрерывных на отрезке 
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Вариант 3. а) пространство 
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Вариант 5. а) Пространство с сходящихся последовательностей 
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Примеры решения типовых задач
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где K – канторово множество.

Решение. Так как канторово множество имеет лебегову меру нуль, то 
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и воспользуемся разложением по формуле Тейлора:
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Тот же результат мы получим, применив теорему Лебега о предельном переходе под знаком интеграла.
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из которой следует ограниченность 
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Решение. Покажем, что данное пространство полно. Пусть 
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Следовательно, для любого фиксированного 
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Это означает, что в пространстве 
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Тема 2.4 
Непрерывные отображения

Далее 
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Определение. Пусть 
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Отображение f называется непрерывным, если оно непрерывно в каждой точке множества Х.
Определение. Отображение f называется равномерно непрерыв-ным на множестве Х, если для любого 
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Определение. Говорят, что отображение f удовлетворяет условию Липшица, если существует такое число 
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Ясно, что из условия Липшица следует равномерная непрерывность, а из последней – непрерывность отображения f.
2.4.1. Выяснить, является ли заданное отображение 
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2.4.2. Является ли заданное отображение 
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Примеры решения типовых задач

1. Является ли заданное отображение 
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Пример 1. 
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Решение. Очевидно, что заданное отображение определено на всем 
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Пусть последовательность 
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Отсюда следует, что 
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Отсюда следует, что 
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Пример 2. 
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Решение. Пусть последовательность 
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Теперь в силу неравенства Коши-Буняковского,
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(полученная оценка показывает также, что 
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Пример 3.  
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Решение. Покажем, что отображение не является непрерывным. Возьмём последовательность 
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Рассмотрим теперь выражение
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Следовательно, последовательность 
[image: image1009.wmf]2

0

(,)

Ln

FxFx

r

 не стремится к нулю при 
[image: image1010.wmf]¥

®

n

, а потому 
[image: image1011.wmf]n

Fx

 не стремится к 
[image: image1012.wmf]0

Fx

 в 
[image: image1013.wmf]2

[0;1]

L

.

Пример 4.  
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Решение. Покажем, что отображение не является непрерывным. Заметим, что 
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Возьмем последовательность 
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Имеем
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а потому 
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2.  Является ли заданное отображение 
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: а) непрерывным;

б) равномерно непрерывным; в) удовлетворяющим условию Липшица? 
Пример 1. 
[image: image1029.wmf])
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Решение.  а) Пусть 
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б) Покажем, что 
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 не является равномерно непрерывным. Возьмём 
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а значит, 
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в) Так как 
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 не является равномерно непрерывным, то оно не удовлетворяет условию Липшица (почему?).

Пример 2. 
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Решение. Покажем, что 
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 удовлетворяет условию Липшица с константой 
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Рассмотрим функцию 
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Следовательно, по теореме Лагранжа 
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Так как 
[image: image1058.wmf]F

 удовлетворяет условию Липшица, то оно равномерно непрерывно, а потому и непрерывно.

Пример 3.
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Решение. Покажем, что 
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 удовлетворяет условию Липшица. Действительно,
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Так как 
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Поэтому при любых x,y справедливо неравенство
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Так как 
[image: image1068.wmf]F

 удовлетворяет условию Липшица, то оно является равномерно непрерывным. 

Пример 4. 
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Решение. а) Покажем, что 
[image: image1070.wmf]F

 непрерывно. Действительно, если 
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б) Покажем, что 
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 не является равномерно непрерывным. Пусть последовательности 
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в) Так как 
[image: image1090.wmf]F

 не является равномерно непрерывным, то оно не удовлетворяет и условию Липшица.

Пример 5.  
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Решение. а) Покажем, что 
[image: image1092.wmf]F

 не удовлетворяет условию Липшица. Допустим противное, то есть что 
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Возьмем 
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б) Покажем, что 
[image: image1101.wmf]F

 является равномерно непрерывным. Заметим, что функция 
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Теперь, если 
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Тема 2.5 
Компактные множества в метрических пространствах

Определение. Подмножество К метрического пространства Х называется компактным (компактом), если из любого его покрытия открытыми множествами можно выбрать конечное покрытие.

Определение. Подмножество метрического пространства Х называется предкомпактным (в другой терминологии относительно компактным), если оно содержится в компактном подмножестве пространства Х (это равносильно тому, что его замыкание компактно).
Теорема. Подмножество компактно в Х тогда и только тогда, когда оно предкомпактно и замкнуто. 
Теорема (свойство Больцано-Вейерштрасса). Подмножество К метрического пространства Х компактно тогда и только тогда, когда из любой последовательности его точек можно выбрать подпоследовательность, сходящуюся к точке из К.
Теорема. Подмножество К метрического пространства 
[image: image1117.wmf]n
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 предкомпактно (компактно) тогда и только тогда, когда оно ограничено (соответственно ограничено и замкнуто).

Определение. Подмножество К метрического пространства C[a,b] называется равномерно ограниченным, если существует такая константа С, что 
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Определение. Подмножество К метрического пространства C[a,b] называется равностепенно непрерывным, если 
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Теорема Арцела-Асколи. Подмножество К пространства C[a,b] предкомпактно тогда и только тогда, когда оно равномерно ограничено и равностепенно непрерывно.
Теорема. Подмножество К пространства 
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 предкомпактно тогда и только тогда, когда выполняются следующие два условия:
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2.5.1. Является ли данное множество М а) компактым, б) пред-компактным в пространстве 
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 (таблица 2.5.1)?
Таблица 2.5.1
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2.5.2. Выяснить, является ли множество М предкомпактным, компактным в 
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Таблица 2.5.2
	Вариант
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2.5.3. Определить, является ли данное множество М предком-пактным в пространстве 
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(таблица 2.5.3).
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Примеры решения типовых задач

1. Выяснить, являются ли данные множества предкомпактными, компактными в 
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Решение. а) Проверим для множества М условия теоремы Арцела-Асколи. Рассмотрим функцию 
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Значит, М равномерно ограничено (впрочем, легко проверить и непосредственно, что при наших условиях 
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Проверим равностепенную непрерывность множества М. Функция 
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Отсюда следует равностепенная непрерывность множества М. 

(Равностепенная непрерывность множества М также может быть доказана непосредственно с использованием теоремы Лагранжа о конечных приращениях).
     Значит, по теореме Арцела-Асколи множество М предкомпактно. 

Для доказательства компактности множества М теперь достаточно проверить его замкнутость в 
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б) Так как М1 
[image: image1194.wmf]Ì

М, то множество М1 предкомпактно в силу а). Но М1 не является компактом, так как не замкнуто в 
[image: image1195.wmf]]

1

;

0

[

C

. Действительно, функции 
[image: image1196.wmf]/

()

tn

n

xte

-

=

 принадлежат 
[image: image1197.wmf]1

M

, но предел этой последовательности 
[image: image1198.wmf]1

)

(

0

=

t

x

 множеству М1 не принадлежит.

Пример 2. 
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Решение. 1 способ. Это множество является равномерно ограниченным, но не является равностепенно непрерывным. Действительно, возьмем 
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2 способ. Множество М не является предкомпактным, так как из него нельзя извлечь подпоследовательность, сходящуюся в 
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 (а потому его замыкание не обладает свойством Больцано-Вейерштрасса). Действительно, все подпоследовательности множества М сходятся к разрывной функции (какой?).

Пример 3. 
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Решение. Множество М равномерно ограничено, так как
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Множество М равностепенно непрерывно, так как 
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Значит, по теореме Арцела-Асколи М предкомпактно. 

Покажем, что М содержит все свои точки прикосновения. Пусть х есть точка прикосновения множества М. Тогда найдутся такие числа 
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Пример 4. 
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Решение. Данное множество не является равностепенно непрерывным. Действительно, возьмем 
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. Значит, по теореме Арцела-Асколи М не является предкомпактным, а потому и компактным множеством.

2. Является ли множество М предкомпактным в 
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Решение. Проверим критерий предкомпактности в 
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1) Множество М удовлетворяет первому условию, поскольку, как легко проверить, 
[image: image1245.wmf]2

³

"

n

 
[image: image1246.wmf]/2

()2

n

xn

-

<

, а потому  

[image: image1247.wmf]M

x

Î

"

 
[image: image1248.wmf]2

2

2

2

1

1

)

(

1

2

2

/

-

=

+

<

å

å

¥

=

¥

=

n

n

n

n

x

.

2) Так как ряд 
[image: image1249.wmf]å

¥

=

2

)

2

(

1

n

n

 сходится, то его остаток стремится к нулю, то есть 

[image: image1250.wmf]0

>

e

"

 
[image: image1251.wmf]N

e

$Î

N

 
[image: image1252.wmf]å

¥

+

=

e

e

<

1

)

2

(

1

N

n

n

.

Поэтому 

[image: image1253.wmf]M

x

Î

"



 EMBED Equation.3  [image: image1254.wmf]å

¥

+

=

e

<

1

)

(

N

n

n

x



 EMBED Equation.3  [image: image1255.wmf]e

<

å

¥

+

=

e

1

)

2

(

1

N

n

n

.

Значит, множество М предкомпактно.

Тема 2.6 
Сжимающие отображения 

Всюду ниже 
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 - метрическое пространство.
Определение. Отображение 
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Теорема (принцип сжимающих отображений). Сжимающее отображение А полного метрического пространства в себя имеет неподвижную точку, причем ровно одну.
При этом неподвижная точка 
[image: image1265.wmf]x

*

 может быть найдена методом последовательных приближений (итераций), т.е. как предел последовательности, заданной рекуррентным соотношением 
[image: image1266.wmf]1

nn

xAx

+

=

, где 
[image: image1267.wmf]0

x

 выбирается произвольно. 
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Теорема. Пусть k(t,s) и g(t) - непрерывные функции (
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2.6.1. Является ли отображение F метрического пространства X в себя сжимающим? Найти 
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Таблица 2.6.1
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2.6.2. Применим ли принцип сжимающих отображений к заданному интегральному уравнению в пространстве Х при 
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Примеры решения типовых задач

1. Является ли отображение F метрического пространства X в себя сжимающим? Найти 
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Решение. Оценим расстояние в 
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Решение. Оценим расстояние в 
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Значит, 
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Решение. Допустим, что отображение F является сжимающим, то есть 
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2. Применим ли принцип сжимающих отображений к заданному интегральному уравнению в пространстве Х при 
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 найти приближенное решение с точностью до 0,01 и сравнить его с точным решением.
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Решение. Определим отображение 
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Установим номер k, при котором элемент 
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Итак, приближённое решение с нужной точностью есть 
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Найдем точное решение данного уравнения. Из (2) следует, что его решение имеет вид 
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Сравним его с приближённым:
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